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G. Sacerdoti e F. Uccelli: »

TEORIA LINEARE DELLE MACCHINE ACCELERATRICI, -

Parte II: Calcolo delle costanti di smorzamento delle osc111a21om orizzon
tali nelle macchine circolari a focheggiamento forte.,

INTRODUZIONE,

"Nella presente nota vengono calcolate le costanti di smorza-
mento delle oscillazioni di betatrone e di sincrotrone per una struttura
magnetica chiusa comunque complessa mediante un metodo perturbativo.

. ~Imp1egheremo gli stessi simboli usati nella parte I del lavoroll), I risul
tati ottenuti coincidono con quelli della lett,eratura(2 3,4) Pero il'proc§ |
dimento adottato permette di mettere in luce alcune limitazioni nella va-
' lidita dei risultati peraltro preceden’temente ignorate.

ROCEDIIV[ENTO DI CALCOLO. -

, Come & noto(l), la matrice di transfert, nel plano orizzonta
le, di un settore ds di una macchma c1rcolare a fochegglamento forte, B
data da: :

1 ds 00
| ajds’ 1+44ds  apds 0
(1) ' mds;l = _Azds v 0 . ’ v1+A3ds A4:(?18
agds 0 o 1
ove: .
- ove:. _ 1m o 1 8B
| hiN* 1 IB
a, = 1/R - A, = — (1-2n) - —& _]
2 /R 2 [ R, 2§, ot
2 _ A VCoSEf
a, = - N/Ry A, = - 2hENT 5 A .
Faremo l'ipotesi che i coefficienti Al A A 4> Pos-

sano con81derar31 termini perturbativi del moto
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I modulo della matrice (1) quando

| | = = = A =

€ parial, edin questo caso non si avrebberc smorzamenti delle oscllla

Chiamate So, S, sl, rlspettlvamente la sezione iniziale del
la macchina, la sezione generica, e la sezione di uscita del primo ele-

mento perlodlco (che in casi particolari pud coincidere con la sezione =)

medesima), quando la (2) sia soddisfata, la matrice di trasferimento tra
sp ed s avra genericamente la fori_ma seguente‘*

. . Mgy Mgy Mmpy 0
(3 ,mikl i 0o 0 1 0
1

My Myg Myg

Lia matrice del tratto s-s 1. @nalogamente, & del tipo:

My My, My 0

; PRV ) Myy | Mgz O
@) l ik,' o 0 0 1 0
Mgy Myp Myg 1

La matrice d1 transfert complessiva del tratto Sp-Sq risulta quindi:

(5) m.k

- IMik

Facciamo ora 1'1pote51 che salamente nel tratto ds (V fig. 1)
siano presenti i termini perturbativi,

1 TN N V.U I 1 |
III -
- - 'If
I | ) L
Sg dsy -8y
S
Flg 1

La matrice (5) risulta cosi modlflcata

(x) - Per verificare cid & sufficiente moltiplicare per sé stessa la matrice
generatrice che si ottiene dalla (1) mediante la condiziene (2), e la (3) per
la generatrice medesima: sia nell'uno che nell'altro caso si ottiene sem-
pre una matrice del tipo (3). '
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Naturalmente, i termini my, Mik’ Ai) sono funzioni di s.
Lia (6) si pud sviluppare, ottenendo:

"ik(.Ai_) = 'lGik 4.0 "
0 0 0 0 0 0 g O
m m m 0 0 0 0 0
91 M23 Mgg l
+‘M. l ds, + Agds, +
k 1 2
ikj 0 n 0 0 Al my, My, m 0 i
0 0 "0 0 0 0 0 0
(7) _
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
ik 0 0 1 073 1 m41m42m43141
0 0 0 0 0 0 0 0

Calcoleremo la perturbazione che A Az, Ag, cio# i ter-
‘mini dipendenti dall'irraggiamento e dalla varlazmne di campo magnetico
| portano sulle radici della equazione secolare relativa al determinante del
la matrice di trasferimento [le A dsl)( del tratto sgp-sq .

Analogamente potremmo calcolare gli effetti del termine A4
che causa prevalentamente oscillazioni di sincrotrone,

CALCOLO DELLE PERTURBAZIONI DOVUTE AL TERMINE Al- -
(7): '
Az = A3 = A4 = i 0

otteniamo per la matrice di transfert $g-S1

‘Ponendo, nella

A11+M12m21A1dsl ; A12+M1‘2m22A1ds1 ; A13+M12m2341dsl ; @
, A21+M22m21 Aldsl ; A22+M22m22/31dsl : A23+M22m23A1dsl ; 0
(8) IGik(Ad)I o 0 0 | 1 0

A41+M42m21A1ds1 : A42+M42m2.2/_\1ds1 : A43+M42m2341_dsl 01

ove:

Ayg® M_11H113+M mog + Mg ; Ayy = Mgymyy + Myomy, ;

12™23 T M1z fo 91™11
Ay, =My myy + Myomyy 5 Agg = Myymyg+ Myomyg + Mg ;
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Agy - Myymyg Mypimar s Agp = Mygmyp + MypMay
Agg = Myymyg + Myomga + My |
. L;,'equazione:s.ecola'ref che he deriya_ e: 7
(9) .(1f)\)z{A?-X[MnanrMmmuﬂ1+Ald;c,lmemzl}Mzzmzz)q-(1+Alds1)]} = 0

Occorre ora confrontare la (9) con l'equazione secolare generica che no-
toria mente & della forma: s

()\_ei(qp“@ql)egﬁi YA _oilagt ‘Mqlk)é&il

) x -

N x (A-ol(2t Shay) SE2 ) -ilaprdBag) dEa ) _

ove:

a; 7 0 | a4 =0 |
rappresentano(x) le fasi della equ'az'i"one-‘»:s"eicolare (9) non perturbata (A1=0).
SZ\ ay s ;“/__\qz“ rappresentano le perturbazioni subite dalle fasi gy € g5 quan
~do Ali'fv() ;- 5\51, 5827 sono i coéfficienti di smorzamento provocati dal
él,d51-.’ o R : o . 7
‘Confrontando la (9) con la (10) ed eguagliandone rispettivamen

te i coefficienti di A7, }\3, A 5 )\ , si ottengono le equazioni che ci per-.
mettono di determinare Jﬂql, 5Aq2, 521, 552 ; sviluppando i calcoli a-

vremo:
v Ads, . :
1 2 T 2 ’

Squ =0 ;
L Ut b (Mpmg1tMyomay)
qy = ~cot a4 + ‘

2 . sinqgq-

Se si hanno perturbazioni su tutta la traiettoria, sara:

, S S '
. . ds N E Py ‘ N
o (A) (41951 % 1 SB,
) ) A - S = + —_— == } d
(11) 21 5 5 | (BN B St ) ds,
(x) - qq = fase delle oscillazioni di betatron‘e;

qy = fase delle oscillazioni di sincrotrone (che risulta uguale a zero
nel caso di 44 = 0). o e
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- CALCOLO DELLE PERTURBAZIONI DOVUTE AL TERMINE A_3 .
Ponendo nella (7):

- otteremo per la matrice di trasferimento:

(12) (Aa) Ay ‘Azz A23+M23A3ds1 0
Gik 0 0 1+4.ds 0
: ( Shed |
Agy Ay AygtMyzfhads; 1
ove A A12, ..... sono le stesse espressioni che compalono nelle mav

trice (23} Lequazione secolare che ne deriva, é&:

(13)‘ (1—>\)(1+A3dsl'>")[)‘ ’>‘(M11I“11+M12m21+1‘”21m]z+M22m22)+1] "0

Dal confronto della (13) con 1'equa710ne secolare generica (10) otteniamo:

3 ' A,ds
1" 2
—(14). . A gds
. gAql =0 ; SAC{Q_ = 4] —— 1 )
‘e, su tutta la tralettorla -
. S
o R A . A ds )
e So (8

CALCOLO DELLE PERTURBAZIONI DOVUTE AL TERMINE A,

" _Ponendo nella (7):

otteremo, per la matrice di trasferlmento

Aoy + Mgy 2ds1: Agp+Mogmyg Sodsy ; 23+M23m13A2dS1,
mllAzdsl ; mlezdsl ;- 1+m13A2dsl ;0

Agy+Mygmy, bodsy; AptMgmyy Aydsy; AgtMgmyzhads,; 1

oyt

I.'equazione secolare che ne deriva, risulta:




A )\3[2+M11

+A l:2+2(M11

(17)
‘A[“”Mu

- mZ}_‘Ast,(

' Confrontando la (1 ()

Sommando me mbro a
tenlamo

my;+M

mn +

|

ﬁon la (10),

-6-

r'f’21J“1""321mlz‘szzmzz*Azds1 M13m11+M.23m12+m131

11+M12m21+M21m12+Mzzmzz J+Ayds; (My3myg +Mpgmyg+myg) +

-+ “‘13A2ds1(M, Mgy + Mo, Mgy ) - A o dsy Moy +Mppmaz +A2d81 M, Mo, Mlezs]

12“‘21+N‘21“’12+M?2mzz+m13A2ds1(M12m21+Mzzmzz) -
m11+Mzzmzz+.A2dsl(M13Mzz—Mlezs]‘ *1=0

‘otteremo le quattro equazioni seguenti (nel

le 1ncogn1te gAql, ) 4
A ds
(18) —2—1(M13m11 Mz3m12+m13) L&S (1-cos ql) K+s1nq15Aq1]
29211 . . S - .
z [(MB 11+ Mgy gy g 4ty (Mg gy +Mpp 10y ) - g (Myp gy +Mppogy) +
(19} L HM M, -MIZMZ.?)] = ‘K:cqs' qy - singy SAql .
Azdsl o | _ ,
T'[“’13“‘"12“’21*1"'221“22)fmz3(M12m11+M22m12)+(M13M22-M12M23)] =
(20) T .
: = &21(1—cos‘q1)_+K'—sinqlgAqlv
avendo postof | '
(21) cos qu = 1+K

 membro la (18) e la (20) tenendo conto della (21), ot- '1

Sg, - _Bgds [ (Myzmyy +Mpgmyytmy3)- H113(M12m21+M22m22)
(22) . 1 4 (1-cos ql)
mza(Mlzmn*Mfzzmm) (MygMyy- M12Mz3)] G .
(1-cos ql) 1
ovvero, su un ti‘,étto finito: ‘ |
' : (A ) 1o/ = ‘1?2'1'*1 1 3B A |
. 27 = = (F .
(23) 217‘ 4fth' R, 2g, @t ' l-cosqy dél
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avendo indicato con A l'espressione letterale che compare al numerato-

“re della (22), . . ,
7 Le perturbazioni 1ntrodotte dal termlne Az sulle fasi a1 e
ds risu_ltano

Sa, . B2 [(M13m11+M23m12+m13)+m13§M12m21+M22m22)
. q -4 1 ~ sen qq
(24) | -
. - g (Mymy; +Mpmmyp) + My3 My, - Myo Mg |
‘ sen qq
Jqu =i 55—2_

CONSIDERAZIONI GENERALI SULLE FORMULE OTTENUTE,

. Svolgeremo in questa sede alcuni chiarimenti alle formule ot
tenute e precisamente sudd1v1deremo queste considerazioni nei seguentl
punti:

a) - 1nterpreta21one fisica della relaz1one (22);
b) - 1nterpreta'710ne dei coeff1c1ent1 di smorzamento.

: Punto a):
L'epress1o*1e

1 4 B cos.q1

(22)

ha un ben pre01so s1gmflcato fisico. Infatti la (22) rappresenta 1o sposta
mento \}0 (s) della traiettoria chiusa corrispondente ad un Ap/p pari ad 1,
Per calcolare tale spostamento ricaveremo inanzi tutto le cond1z1on1 ini-
ziali per tale traiettoria. Occorrerd imporre:

"Mk - M M m m. m

11 12 a3 i Maz Mz To | %o

' - o . ! - 1

Mar Moy Masl| ™a1 ™32 ™az|| %o | %0
o o 1 ]| o o 1 {1 1

‘%vﬂuppando i calcoli otteniamo:

S G13G22'G12G23 G13’
w0 (G11+G22)

- G11(323 G21G13-Ca3
o 2-{G11*Gay)




ove:
Gy = Mygmyq + Mygmyy s Gyp = Mygmyy + Mypmyy
Gyg = Myjmyg+ Mygmyg + My | Ggp = Myymyy +Myom,, s
Ggg = My myg + My,myy 5 Gpg = Myymyg + Myomog + My,
Da cui & facile ricavare:
T (s) =myyxg + mygxpy +myg = >
, 2(1 - cos ql)

Da cid deriva:

"
d€, = - Tz ds; Y (s)

- Questa espressione per le costanti di smorzamento & gia familiare a chi
tratta questi problemi., Facilmente inoltre possono essere ricavate le’
espressioni dei coefficienti di smorzamen’co nella forma usata nella par-
te I (v. pag: 13)

‘Punto b) : ,
Riportiamo in Tab, I il quadro delle espressioni dei coeffi-
cienti di smorzamento e degli spostamenti di fase provocati dai Al’ Az,

/_\3.
TABELLA I
Espressioni dei coefficienti di smorzamento e degli spostamen
ti di fase provocatl dalle perturbazioni 4 1s A A
, Moo +Moomos Aq B Az
+ S = 0
&Aql (cot % in _‘:11 ) 5 vdsl in 1 2 »dsl v
| | iA Az . A3
Shag | 0 o {icosqy) 4 951 | 173
A ‘ A
1 v - A =2 ‘
6\2‘1 2 dsl h (l—cos'ql) 4 dsl 0
&z 0 A 2 ds —A—B-
2 : (l-cosqq) 4 1 2

Si presenta legittima la domanda sul modo di utilizzare i da-
ti di questa tabella per ricavare lo smorzamento reale delle oscillazioni
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delle particelle. Se &Q\ql, &qu fossero o uguali a zero o reali non sor
gerebbero dubbi e sarebbe sufficiente scrivere:

Iy - ST Je ™
(S“\ A'( EQAZ\) éé(A3>

(25)

I

- %
&,
(Le formule (25) coincidono con quelle riportate nella letteratura)'

) 521 5\5 potrebbero interpretarsi facilmente come il coef
ficiente di smorzamento delle oscillazioni di betatrone e di sincrotrone
rispettivamente, Perd, essendo i qu immaginari, ne deriva che il mo
dulo delle 4 radici dell'equazione secolare diminuisce ad ogni rivoluzione
delle particelle nella macchina con decrementi diversi, e quindi non si

pud pitt parlare di un semplice coefficiente di smorzamento per le oscil-
lazioni di sincrotrone, Avremo percid:

fef . &80
betatrone: 11 1 ' (gAq & reale)
Ser - et '
12 1

gg-»é 5 &:gf-\n cg CAz) C(AS ’LSA({ l) ‘SAQ'(ZAQ q,((\A A;) 2&5

sincrotrone:

e
m?k
n

S (A &géﬁz) N J*ELAQ < Sh & A, qua i S q(zAsL .o

dorgono leglttlme alcune obiezioni. Per esempio, questo ri-
sultato potrebbe essere unicamente conseguenza del fatto che abbiamo po

sto A4, =0,
In realta, se: ,

b) si tiene conto dell"accbppiamento seppure lasco delle oscil
lazioni di betatrone e di sincrotrone; ‘

c) si tiene conto della fluttuazione statistica dovuta all'irraggia
mento; '

pud essere che almeno su periodi sufficientemente lunghi si possa assume
re le (25) come coefficienti di smorzamento. Questo perb non ¢ lecito al-
1'iniezione di una macchina, -

‘ Nella parte III del lavoro cércheremo di ottenere in funzione
delle condizioni a), b), c), ilimiti di validita dei risultati ottenuti, -
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